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RESUMO

O intuito deste artigo é apresentar uma forma contextualizada de se trabalhar contetidos mais complexos, no caso
a Topologia, e iniciarmos este estudo considerando uma particularidade elementar das teorias, ho nosso exemplo,
ligadas ao bésico da Teoria dos Nimeros. O contrario também pode ser feito, ou seja, partirmos do complexo para
o0 elementar, sempre observando que a proposta inicial ndo exige aprofundamento da parte que encerra mais
conceitos nos contetidos. O projeto constitui-se em introduzir topicos de Topologia, destacando uma propriedade
elementar comum entre o estudo dos problemas das pontes de Konigsberg e da Faixa de Mdbius. No caso do
modelo aqui apresentado, esta propriedade é o Teorema da Paridade aplicada aos nimeros naturais. Para tanto,
utilizaremos um problema cléssico de operacdes fundamentais que envolve vérias varidveis e, por esse motivo,
exige uma andlise, antes de sua solucdo, sob essa perspectiva, ou melhor, utilizando-se dessa teoria. Nossa vontade
é, também, de colaborar para que os tortuosos e dificeis caminhos da pesquisa histérica, vistos a priori, se
transformem em prazer e conhecimento a posteriori, ajudando a diminuir, mesmo que minimamente, o
negligenciamento pelo qual a Historia da Matematica vem passando por todos estes anos.
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INTRODUCAO

Com o propdsito de resgatar um trabalho j& iniciado em meados dos anos 2000, com o
incentivo, na época, dado pela Série “Arte & Matematica” (TV Escola e TV Cultura, 2001),
foram escolhidos os matematicos Leonhard Paul Euler e August Ferdinand Mdbius para o
desenvolvimento desse texto. A época, a intencdo era introduzir o tema Teorema da Paridade,
utilizando-se de recursos tedricos utilizados na Topologia, envolvendo os matematicos
supracitados. Ao reavermos essa ideia, despertou-nos a necessidade de, também, aprofundar
um pouco mais na parte histérica. Uma contextualizacdo envolvendo o contetdo em destaque,
de cada um dos matemaéticos, também se fez necessaria. A Paridade contida no Problema das
Pontes de Konigsberg e na Faixa de Mdbius ilustram bem essa necessidade.

O intuito de apresentar uma forma contextualizada de se trabalhar conteldos mais
complexos, no caso a Topologia, e iniciarmos este estudo considerando uma particularidade

elementar das teorias, no nosso exemplo, ligadas ao basico da Teoria dos NUmeros, é 0 n0sso
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principal objetivo com esta apresentacdo. Esse olhar por uma perspectiva diferente aos
conteildos matematicos justifica essa breve explanag&o.
Este é o resultado de uma possivel perspectiva diferenciada e aprofundamento, mesmo

que, vocé leitor(a) vera, ainda seja algo superficial. Entdo: “senta que 14 vem a historia™?!

CONTEXTOS HISTORICOS

Filho de Paul Euler e Margaret Brucker, Leonhard Paul Euler nasceu em 15 de abril de
1707, na cidade de Basel, Suica. Incentivado pelo pai, Euler se tornou autodidata em
Matemaética e entrou para a Universidade aos 14 anos. Aos 17, j& era mestre em filosofia, com
um trabalho onde fazia um paralelo entre as ideias de René Descartes e Isaac Newton. Apos a
intervencdo de Johann Bernoulli, Euler muda da Teologia para a Matematica. Aos 19 anos,
graduou-se em Matematica e, apds algumas investidas sem sucesso, ingressou, aos 20, na
Academia de Ciéncias de Sdo Petersburgo. Foi tenente na marinha russa de 1727 a 1730 e,
ainda em 1730, assume o cargo de professor de fisica na Academia, tornando-se membro pleno
dela aos 24 anos, desistindo, assim, da marinha. Com a saida de Daniel Bernoulli da Academia
em 1733, Euler assume o seu lugar na cadeira sénior de matematica. Essa nova posi¢do vem
acompanhada de um salario consideravelmente melhor, e isso faz com que Euler, em 7 de
janeiro de 1734, se case com Katharina Gsell, com quem tem 13 filhos. “Euler afirmou que fez
algumas de suas maiores descobertas matematicas enquanto segurava um bebé nos bragos com
outras criangas brincando em volta de seus pés*” (O'CONNOR ¢ ROBERTSON, 1998).

Ainda de acordo com O'connor e Robertson (1998), nesta fase de sua vida, Euler ja
apresentava algumas de suas areas de concentracdo em pesquisas: Teoria dos NUmeros,
Funcgbes Especiais/Célculo Variacional e EquacGes Diferenciais (Mecanica Racional). Deste
periodo, dentre varios trabalhos publicados, destacamos o livro Mechanica (1736 — 37), porta
de entrada de um periodo de trabalho matematico intenso.

Como este texto ndo tem caréater biografico, iremos interromper o detalhamento da vida
de Euler nesse ponto, para destacar outra de suas obras desse periodo que é o foco principal
desta abordagem. A obra em questdo € Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis,
baseada em uma palestra apresentada a Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae em
1735. E nessa obra que Euler desenvolve suas ideias a respeito da Solu¢do de um problema

3 “Senta, que 14 vem a historia” foi um quadro do “programa Ra-Tim-Bum [que] comecou a ser produzido pela
TV Culturaem 1989 e foi ao ar, pela primeira vez, em 5 de fevereiro de 1990. [...] O programa possuia diversidade
muito grande de personagens, cada um com objetivo pedagégico distinto, alguns fixos e outros variados conforme
a histéria do quadro, [como por] exemplo, o Senta, que 14 vem a historia” (SILVA et al., 2009, p. 3 € p.8).

4 Traducéo dos autores.
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pertinente & Geometria de situacdo®. Este problema é o das sete pontes de Konigsberg. Com o

cuidado metddico e primoroso argumento explicativo, Euler observa:

8. 3. O que certamente diz respeito ao problema das sete pontes de Kénigsberg é que
ele pode ser resolvido com a total enumeracdo de todos os cursos que podem ser
estabelecidos. Com isso, saberiamos se algum curso viria a satisfazer o problema ou
ndo. Mas esse modo de resolucdo seria demasiadamente dificil e trabalhoso por causa
do grande nimero de combinagdes, e em outras questes com muito mais pontes
certamente ndo poderia ser empregado. Além disso, se essa operacdo fosse assim
levada a cabo, seriam encontradas muitas coisas que ndo estavam no problema, o que
sem dlvida seria a origem de grande dificuldade. Por isso, tendo deixado esse método
de lado, procurei outro que néo faria mais do que mostrar se tal caminho pode ser feito
ou ndo, pois suspeitei que um tal método seria muito mais simples (LOPES e
TABOAS, 2015, p. 26).

Feito este esclarecimento, Euler desenvolve seu raciocinio: consideremos a ilustracao

do problema, representada pela Figura 015:

Flgura 01 As sete pontes de Konlgsberg
o I (it Avad. Je. Do FIT7 755 T

Fonte: Recorte feito pelo autor da obra original reimpressa — vide Referenuas Euler (1736)

Euler utilizou as letras mailsculas A, B, C, ... para designar cada uma das diferentes
regides, e as letras minudsculas a, b, c, ... para representar cada uma das pontes. Assim, a
representacdo AB, significa que estamos indo da regido A para a regido B. Se introduzirmos
mais letras, por exemplo: ABC, isso significa que partimos da regido A para a regido B e, logo
apos, partimos da regido B para a regido C. E mais, se fizermos a seguinte representacao:

AaBdC, significa que fomos da regido A para a regidao B, utilizando a ponte “a”, e fomos da

5> Até esta data, a palavra Topologia, para designar problemas desse tipo, ainda ndo havia sido cunhada. O termo
utilizado era geometria situs. No artigo Euler e as Pontes de Konigsberg, Lopes e Taboas traduzem este texto,
procurando “ndo modernizar o texto ou empregar o vocabulario técnico corrente”. Agindo assim eles pretendem
“favorecer interpretagdes mais convenientes acerca do universo de ideias e concepgdes do autor. A comegar pelo
titulo”. Eles traduzem “geometria situs, ja tradicionalmente traduzida como geometria de posi¢do em lingua
portuguesa, por geometria de situagdo” (LOPES e TABOAS, 2015, p. 24).

® E importante ressaltar que, nas referéncias da fonte da Figura 01, a data de referéncia recomendada ¢ a do ano de
1741. No artigo About the cover: Euler and Konigsberg'’s bridges: A Historical View, de Gerald L. Alexanderson,
encontraremos, na p. 572, a data das gravuras feitas por Euler: ano de 1736. Na p. 573, est a imagem da contracapa
do Commentarii Academiae scientiarum imperialis Petropolitanae, onde esta o artigo de Euler no qual ele se
baseou para escrever o Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis. Data: 1736. Assim, adotamos esta
data nas referéncias aqui utilizadas. O artigo de Alexanderson esta disponivel em:
http://5010.mathed.usu.edu/Fall2018/THigham/Alexanderson.pdf. Acesso em: 12 Fev. 2021.
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regido B para a regido C, utilizando a ponte “d”. Esta representacdo conduz Euler ao seu

método, o qual ele justifica com os seguintes argumentos:

8. 8. Se 0 nimero de pontes for um nimero impar qualquer, e se a esse nimero for
acrescentada uma unidade, sua metade dara quantas vezes a letra [...] deve ocorrer.

8. 10. [...] Se o nimero de pontes que conduzem a uma regido qualquer for impar, é
possivel julgar se o transito pode ser feito uma s6 vez através de cada uma. Pois se
ocorre que a soma de todas as vezes em que cada letra deve ocorrer for igual ao
nimero de todas as pontes aumentado em uma unidade, entéo tal transito pode ser
feito. Se, do contrério, [...] a soma de todas as vezes for maior que 0 nimero de pontes
aumentado em uma unidade, entdo tal transito ndo pode, de forma alguma, ser feito.
8. 13. [...] Defino, a partir do nimero de pontes que levam a uma regido, o nimero de
vezes que uma letra que denota uma regido deve ocorrer como a metade da soma do
namero de pontes aumentado em uma unidade, se 0 nimero de pontes for impar; e
metade do nimero de pontes se este for par. Dai que, se 0 nimero de todas as vezes
se iguala ao nimero de pontes aumentado em uma unidade, entdo é possivel o transito
desejado, tomando-se o inicio a partir da regido a qual leva um nimero impar de
pontes. Mas se, por outro lado, 0 nimero de todas as vezes for menor em uma unidade
do que o nimero de pontes aumentado em uma unidade, entdo o transito é possivel
com inicio na regido a qual conduz um nimero par de pontes, porque desse modo o
nimero de vezes sera aumentado em uma unidade (LOPES e TABOAS, 2015, p. 27
—28).

Ou seja, exemplificando:

(5+1)

8. 8. H& 5 pontes que chegam/partem de A. Logo, A deve aparecer —,— Vezes, ou seja,

3 vezes;

8. 10. Total de pontes é igual a 7. Logo, o trajeto é possivel se a Soma das ocorréncias

de cada regido = Total de Pontes + 1 =7 + 1 =8;

O Quadro 01 a seguir ilustra esses valores:

Quadro 01 — Dados do Problema das Pontes de Kénigsberg

Regides Numero de Pontes por Regido Ocorréncias de cada regiéo
A 5 3
B 3 2
Cc 3 2
D 3 2
Total 9

Fonte: Arquivo pessoal dos autores

8. 13. Como a Soma das ocorréncias de cada regido > Total de Pontes + 1, ou seja, 9

> 8, entdo o trajeto ndo é possivel. Euler apresenta um outro exemplo para analise:

Figura 02 — Exemplo de Euler

Fonte: Recorte feito pelo autor da obra original reirhpressa —Avidémli*e?;réncias: Euler (1736)

Revista Histéria da Matematica para Professores, Natal (RN), v. 7, n. 2, p. 1 - 14, 2021. e-ISSN: 2675-715X



Quadro 02 — Dados do exemplo de Euler

Regibes Numero de Pontes por Regido Ocorréncias de cada regido

A 8 4
B 4 2
C 4 2
D 3 2
E 5 3
F 6 3

Total 16

Fonte: Arquivo pessoal dos autores

Soma das ocorréncias de cada regido = Total de Pontes +1=15+1=16

Veja que, nesse caso, a comparacao foi verdadeira. Logo, existe um trajeto possivel,
comecando por uma regido impar e terminando em outra regido impar, ou seja, comegamos em

D e terminamos em E ou vice-versa. Na representacdo criada por Euler, teremos como uma

possivel solucdo, o trajeto: EaFbBcFdAeFfCgAhCiDKAMENAPBOEID.

Se acrescentarmos uma ponte de D para E, temos a seguinte situacgéo:

Quadro 03 — Variagdo do exemplo de Euler

Regibes NuUmero de Pontes por Regido Ocorréncias de cada regido

A 8 4
B 4 2
C 4 2
D 4 2
E 6 3
F 6 3

Total 16

Nesse caso, a comparacao com o total de pontes ndo tera acréscimo de uma unidade.
Isso acontece devido ao nimero de pontes em cada regido ser, todos, pares. Assim, devemos
ter: Soma das ocorréncias de cada regido = Total de Pontes = 16 = 16. Nesse caso, teremos
uma resposta que satisfaz o problema original, partindo de qualquer uma das regides e
chegando na mesma.

No livro Handbook of Graph Theory, encontramos um fato interessante. Nele, os autores

Fonte: Arquivo pessoal dos autores

Jonathan L. Gross, Jay Yellen e Ping Zhang, fazem a seguinte observacéo:

A conexdo entre o problema das pontes de Kdnigsberg e os quebra-cabecas de
diagramas nao foi reconhecida até o final do século XIX. Foi apontado por W. W.
Rouse Ball [Ro: 1892] em Mathematical Recreations and Problems. Rouse Ball
parece ter sido o primeiro a usar o gréfico da Figura 1.3.2 (Figura 03) para resolver o
problema (GROSS, YELLEN e ZHANG, 2013, p.33). Traducdo dos autores.

Adaptaco e grifo nosso.

A seguir, apresentamos a figura da qual os autores se referem na citacao:
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Figura 03 — Rouse Ball’s graph

Fonte: Recorte feito pelo autor da obra digitalizada — vide Referéncias: GROSS et al (2013)

Deixamos registrado aqui a mudanca de resultados ao problema das pontes de
Kdnigsberg, diretamente relacionada as quantidades de pontes em cada regido. De um modo
geral, se as quantidades forem todas impares, ndo temos uma solucéo; se as quantidades forem
todas pares, temos solucdo independentemente da regido inicial.

Antes de passar para a apresentacdo do nosso segundo pesquisador nesse breve texto,
gostariamos de destacar a riqueza da produtividade de Euler. Sé para termos uma ideia do
tamanho do seu legado, apds ganhar o Grande Prémio da Académie des Sciences de Paris, em
1738 e 1740, Euler deixa a Russia em 19 de junho de 1741 e muda-se para Berlim, onde vai
trabalhar, na Academia de Ciéncias de Berlim, como diretor de matematica. Nesse periodo,
além de suas atribui¢es multifuncionais (desde a supervisdo de trabalhos envolvendo sistemas
hidraulicos, administracdo de producéo cientifica, como calendarios e mapas geograficos, até a
funcdo de conselheiro do governo), Euler teve uma producéo cientifica fenomenal.

Durante os 25 anos que passou em Berlim, Euler escreveu cerca de 380 artigos. Ele
escreveu livros sobre o calculo das variagdes; o célculo de 6rbitas planetérias; sobre
artilharia e balistica (estendendo o livro de *Robins); a analise; a construcéo naval e
navegacao; o movimento da lua; palestras sobre calculo diferencial; e uma publicacéo

cientifica popular Cartas a uma princesa da Alemanha’ (3 vols., 1768 — 72)
(O'CONNOR e ROBERTSON, 1998).

Nosso segundo matematico € August Ferdinand Md&bius (1790 — 1868). Astrdnomo
alemdo, Mabius era filho de Johann Heinrich Mdbius e de Johanne Katharine Christiane Keil.
Nasceu em Schulpforta, distrito de Naumburg, situado na Saxénia-Anhalt, um dos cinco estados
da antiga Alemanha Oriental, que foram acrescentados a atual Alemanha apos sua reunificagcdo
em 1990. Mdbius s6 frequentou a escola em 1803 (Colégio de Schulpforta). Até aqui, havia
sido educado em casa. Formou-se em 1809, quando foi para a Universidade de Leipzig, onde
comecou a estudar Direito por influéncia familiar. Porém, com seis meses, percebeu que essa
ndo era sua area de interesse, e mudou para matematica, astronomia e fisica. Em Leipzig, sua

grande influéncia foi Karl Brandan Mollweide (1774 — 1825), também matematico e astronomo

" Traduc&o dos autores. *Benjamin Robins (1707 — 1751), engenheiro inglés (nota dos autores).
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alem&o. Outra grande influéncia foi a do professor Johann Friedrich Pfaff (1765 — 1825),
quando foi para a Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg®, apos ter estudado com Johann
Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), na época, diretor do Universitatssternwarte Gottingen®
(Observatério da Universidade de Gottingen). Os caminhos de Mdobius, até entdo, sempre
incluiam matematicos interessados em aplicar esta teoria a astronomia (O'CONNOR e
ROBERTSON, 1997).

Mobius defendeu o doutorado em 1815, cujo tema era sobre a Ocultacdo de Estrelas
Fixas, e seu trabalho de Habilitacdo'® (Habilitationsschrift), versou sobre as Equacdes
Trigonométricas. Em 1816, é nomeado professor extraordinario de astronomia e mecénica
superior na Universidade de Leipzig e astrbnomo do Observatdrio da mesma Universidade,
com o qual esteve envolvido com sua reconstrucao no periodo de 1818 a 1821, supervisionando
seu novo projeto. Nessa época (1820), casou-se com Dorothea Rothe, com quem teve trés filhos.

Madbius ascendeu ao cargo de professor titular (catedra) de astronomia em Leipzig no
ano de 1844. Em 1848, é nomeado Diretor do Observatorio da Universidade de Leipzig. No
ano de 1865, em um livro de memorias, descoberto ap6s a sua morte, Mdbius discute sobre
Topologia e “as propriedades de superficies unilaterais, incluindo a tira de Mobius que ele havia
descoberto em 1858” (O'CONNOR ¢ ROBERTSON, 1997).

Aqui aproveitamos para abrir um pequeno espago para algumas informagdes, no
minimo, interessantes. O termo Topologia (do grego topos, lugar, e 16gos, estudo) foi utilizado,
informalmente, pela primeira vez, pelo matematico alemao Johann Benedict Listing (1808 —
1882) em uma carta enviada em abril de 1836 para Johann Heinrich Muller (1787 — 1844), seu
professor em Frankfurt onde ele nasceu. Formalmente, a palavra reaparece em um livro de
Listing, Vorstudien zur Topologie, publicado em 1847. Listing diz em seu livro:

A topologia deve, portanto, ser entendida como a doutrina das relagbes modais das
estruturas espaciais, ou das leis de conexdo, posicdo muatua e sucessdo de pontos,
linhas, superficies; Corpos e suas partes ou seus agregados no espago,
independentemente das proporcGes da pintura e do tamanho. Através do conceito de
sucessdo, que esta intimamente relacionado com o de movimento, a topologia tem
uma relacdo semelhante com a mecanica e com a geometria, por meio da qual, € claro,
a velocidade de avanco ou a velocidade angular do movimento giratério, a mesma
massa, quantidade de movimento, forcas ou Momentos de acordo com sua quantidade

ndo entram em consideracao essencial, mas apenas as relagdes modais entre estruturas
moveis ou moveis no espaco.'* (LISTING, 1848, p. 6).

8 Disponivel em: https://www.uni-halle.de/. Acesso em: 13 Abr. 2021.

® Disponivel em: https://www.outdooractive.com/pt/poi/weserbergland/die-historische-sternwarte-in-
goettingen/45985436/?i=45985436. Acesso em: 13 Abr. 2021.

10« ] E a qualificacdo extra de pos-doutorado necessaria para lecionar em uma universidade alemi”
(O'CONNOR e ROBERTSON, 1997). Link oculto. Acesso em: 15 Fev. 2021.

11 Traducéo dos autores.
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Outro fato interessante é que Listing, “em 1858, [...] descobriu as propriedades da banda
de MoObius quase a0 mesmo tempo, e independentemente de Mobius” (O'CONNOR e
ROBERTSON, 2000). “Embora conhegamos, hoje, como uma tira de Mdbius, nao foi Mdbius
guem primeiro descreveu este objeto, em vez disso, por qualquer critério, data de publicacédo
ou data da primeira descoberta, a precedéncia vai para Listing!?*> (O'CONNOR e
ROBERTSON, 1997). Listing também publicou Der Census raumlicher Complexe oder
Verallgemeinerung des Euler'schen Satzes von den Polyedern, em 1862, onde discute
generalizacGes da formula de Euler. Mas isso € outra historia... deixamos, aqui, a possibilidade
de uma outra abordagem historica mais aprofundada futuramente.
Voltando a Fita de Mdbius, a mesma
[...] € uma superficie bidimensional com apenas um lado. Pode ser construida em trés
dimensGes da seguinte maneira. Pegue uma tira retangular de papel e junte as duas
pontas da tira de forma que tenha uma torcéo de 180 graus. Agora é possivel comegar
em um ponto A na superficie e tracar um caminho que passa pelo ponto que esta

aparentemente do outro lado da superficie de A® (O'CONNOR e ROBERTSON,
1997).

Vamos analisar esta caracteristica inicial. De acordo com a nossa proposta, esta analise
ird considerar, apenas, as caracteristicas mais elementares apresentadas pela fita. Vamos a elas:
a) se unirmos as duas pontas da fita Euclidiana inicial sem nenhuma torgéo (zero torcao),
teremos uma superficie Euclidiana que, se dividida ao meio, ird gerar duas superficies com as

mesmas caracteristicas, como mostra a Figura 04:

Figura 04 — Fita Euclidiana — Zero torc¢éo — inteira e dividida ao meio

Fonte: Arquivo pessoal dos autores

b) se unirmos as duas pontas da fita Euclidiana inicial com uma torgéo, teremos uma superficie
de Mobius que, se dividida ao meio, ird gerar uma Unica superficie, porém, com caracteristicas

Euclidianas, como mostra a Figura 05:

12 Traducdes dos autores.
13 Tradugéo dos autores.
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Figura 05 — Fita de M&bius — Uma torcdo — inteira e dividida ao meio

Fonte: Arquivo pessoal dos autores

Uma curiosidade é que, como a fita de Mdbius, quando dividida pela primeira vez, gera
uma superficie Euclidiana, quando a dividirmos novamente, esta ird gerar duas novas
superficies Euclidianas, como mostra a imagem inferior da Figura 05. Podemos dividir,
teoricamente, indefinidamente estas novas superficies, duplicando-as a cada corte. Muitos
artistas utilizam esta propriedade para produzir trabalhos interessantes. Outro fato interessante
é que tudo isso ird acontecer, sempre que fizermos um nimero impar de tor¢es, como mostra

a Figura 06:

Figura 06 — — Fita de Mdbius — Trés Torgdes — inteira e dividida ao meio

Fonte: Arquivo pessoal dos autores

Ou seja, esta Faixa tem a seguinte propriedade: se 0 nimero de tor¢des for impar, temos
uma Superficie de Mobius. Se for par, temos uma Superficie Euclidiana. Vejam que o invariante
topoldgico depende, também, da caracteristica da Paridade, de mesma forma que o problema

das pontes de Konigsberg.
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TEOREMA DA PARIDADE: O QUE E 1SSO?

Na Adicdo: a Soma de duas parcelas pares € par. A soma de duas parcelas impares €,
também, par. A soma de uma parcela par e uma parcela impar sera impar (ou vice-versa —
Propriedade Comutativa). Ou seja, se mantemos a paridade (duas parcelas pares ou duas
impares) a soma sera par. A soma sera impar, quando ndo mantemos a paridade.

Na multiplicacdo: o produto de dois fatores pares € par. O produto de um fator par e um
fator impar (ou vice-versa — Propriedade Comutativa) é par. O produto de dois fatores impares
é impar. Ou seja, se mantemos a paridade (dois fatores pares ou dois fatores impares),

mantemos esta (paridade) no resultado (produto).

MAS 1SSO SERVE PARA QUE? - UM EXEMPLO:

O Problema das cem aves apresenta algumas versfes disponiveis na rede mundial de
computadores. Desde uma interpretacdo exposta por Bhaskara 1l ou Bhaskaracharya (1114 —
1185; matematico e astrénomo indiano*#), que se utiliza de cavalos, camelos, mulas e bois, até
a questdo exposta “pela primeira vez, na China, no Manual Aritmético de Zhang Quijian [...],
[0 qual] também aparece nos trabalhos de Mahavira e Bhaskara®”, o qual se utiliza de pombas,
cegonhas, cisnes e pavoes:

O PROBLEMA DAS 100 AVES - Cinco pombos custam 3 moedas, sete gralhas

custam 5 moedas, nove gansos custam 7 moedas, trés pavdes custam 9 moedas.
Compre 100 aves e gaste 100 moedas (NOBRE, 2014).

Antes de resolver qualquer problema que envolva calculos com varias variaveis, €
interessante sabermos, antecipadamente, se 0 mesmo tem ou ndo solucdo. Assim, se
analisarmos o problema proposto, vemos que:

“Sejam: p a quantidade de pombos, g a quantidade de gralhas, r a quantidade de gansos
e s a quantidade de pavdes” (NOBRE, 2014). Logo: queremos que: p + g + r + s =100 ().
Como: 5 Pombos = 3 Moedas (M3); 7 Gralhas =5 My; 9 Gansos = 7Ms; 3 Pavdes = 9Ma, onde:
M1, M2, M3 e M4 sdo as quantidades de moedas em cada caso. Entéo:

M1 + M2 + M3 + M4 =100 (11). Temos ainda que:

3 5 7 9
Pombos (p) = EMl; Gralhas(q) = 7M2; Gansos(r) = §M3; Pavoes(s) = §M4 (I

14 O'Connor & Robertson, 2000. Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bhaskara_I1/.
Acesso em: 02 Mai. 2021.

15 PEREIRA, A. M. Q. Equagdes Algébricas: alguns episodios histéricos. Dissertagdo (Mestrado em Matematica
para Professores). Universidade de Lisboa. Lisboa: Faculdade de Ciéncias — Matematica, 2017. p. 64. Disponivel
em: https://repositorio.ul.pt/bitstream/10451/30373/1/ulfc121576_tm_Arminda_Pereira.pdf. Acesso em: 02 Mai.
2021.
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De (1) e (II1), tem-se: My + =M, + ZMj3 + 3M, = 100 (IV)

Analisando (1), (I1) e (IV), vemos que p, g, r e s podem assumir valores: a) todos pares;
b) todos impares; c) dois pares e dois impares; d) ndo podemos ter trés pares e um impar ou
trés impares e um par; €) 5|M,; 7|M,, 9|M;, pois as respostas devem ser inteiras; f) as mesmas
observagoes (de “a” a “d”) valem para M1, M2, M3 & Ma.

Assim, nessas condi¢oes, o problema tem solugdo. Logo:

3 5 7
=M, + =M, + =M + 3M, = 100 (IV) -
5 7 9
189M, + 225M, + 245M; + 945M, = 31500
- -

315
= 189M, + 225M, + 245M; + 945M, = 31500 (V)

(V) —189.(11) - 189M, + 225M, + 245M; + 945M, = 31500

—-189M,; — 189M, — 189M3 — 189M, = —18900

000M; + 36M, + 56M; + 756M, = 12600 (VI)
Dividindo (V1) por 4, temos: 9M, + 14M5 + 189M, = 3150 (V1)
De (VII), confirmamos: 7|M,, 9|M3, pois as respostas devem ser inteiras e 3150, 189 e 14 s&o multiplos
de 7 e 3150, 189 e 9 sdo multiplos de 9. Assim, temos: M, = 7x e M5 = 9y. De (VII):
63X + 126y + 189M, = 3150 (VIII). Dividindo (VIII) por 63, temos:
X + 2y + 3M, =50, com M, < 16. Portanto:

M, | x+2y=50-3Ms | x | y | M, | Mg=09y | M=7x | Mi=100-Ms-Ms-M, | p=2M, ngM2 r=%M3 s=3M,
16 X+2y=2 00 | 01 | 16 09 00 75 45 00 07 48
02 | 00 | 16 00 14 70 42 10 00 48
15 X+2y=5 0L | 02 | 15 18 07 60 36 05 14 45
03 | 01 | 15 09 21 55 33 15 07 45
05 | 00 | 15 00 35 50 30 25 00 45
14 X+2y=8 00 [ 04 [ 14 36 00 50 30 00 28 42
02 [ 03 | 14 27 14 45 27 10 21 42
04 | 02 | 14 18 28 40 24 20 14 42
06 | 01 | 14 09 42 35 21 30 07 42
08 [ 00 | 14 00 56 30 18 40 00 42
13 X+2y=11 0L | 05 | 13 45 07 35 21 01 35 39
03 | 04 | 13 36 21 30 18 15 28 39
05 | 03 | 13 27 35 25 15 25 21 39
07 | 02 | 13 18 49 20 12 35 14 39
09 [ o1 | 13 09 63 15 09 45 07 39
11 | 00 | 13 00 77 10 06 55 00 39
12 x+2y=14 00 [ 07 | 12 63 00 25 15 00 49 36
02 | 06 | 12 54 14 20 12 10 42 36
04 [ 05 | 12 45 28 15 09 20 35 36
06 | 04 | 12 36 42 10 06 30 28 36
08 [ 03 | 12 27 56 05 03 40 21 36
18 70 00 00 50 14 36
Mz + M3 + M2 < 100 — — — —
X +2y=17 06 05 56 33
03 15 49 33
00 25 42 33
Mat Ms + M; < 100 07 05 11 | - - - -
mm_-u___ 00 00 70 30
Ms+Ms+M, <100 02 09 10 | - 05 - - - -
X +2y =23
Ma + M3 -iYMz < 100 01 1 09 99 07 -15 B B B B
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Fica claro que, a partir de M, = 09, ndo teremos mais respostas que satisfacam ao problema
proposto. Compare, agora, 0s resultados encontrados com as observagdes iniciais:

Mi [ M, | M3 | M, plaglr]s H Legenda
75 00 09 16 45 1 00 | 07 | 48 Todos os resultados pares
70 14 00 | 16 | 42 10 00 | 48 Dois pares e dois impares
60 | 07 | 18 | 15 36 | 05| 14 | 45 Todos os resultados impares
55 21 09 15 3315|107 |45
50 35 00 15 30 | 25 | 00 | 45
50 00 | 36 14 | 30 00 28 42
45 14 27 14 27 |10 | 21 | 42
M: | My, | Mg | My plg]lr/|s p |l g | r| s
4 | 24 20 14 42 54 0 42 36
NN 09 | 20 | 35 | 36
0 14 | 18 40 00 42 10 42 36 12 06 | 30 28 36
03 | 40 | 21 | 36
18 12 00 0 4 o
10 07 72 | 11 06 | 05 | 56 | 33
05 | 21 | 63 | 11 03]15]49] 33
00 | 35 | 54 | 11 00 | 25 | 42 | 33
00 00 90 10 00 | 00 0 0

CONSIDERACOES FINAIS

Boa parte dos problemas propostos para se trabalhar com a Paridade, séo triviais quando
consideramos, em primeiro lugar, a sua possibilidade de solu¢do ou ndo. Muitas vezes, essa
analise ja aponta a solucdo, quando essa € possivel.

Acreditamos, entdo, que o trabalho com o Teorema da Paridade, apesar de ser visto
como algo extremamente elementar e, por isso, subentende-se que seja um contetido de dominio
geral, pode servir, no minimo, como base, argumento, ponto de partida para discuss@es inte-
ressantes e ricas em conteudo, principalmente, de Historia da Matematica. Erguemos aqui,
também, a bandeira de que a formacéo de professores de matematica deve estar intimamente
ligada com o estudo da Historia da Matemaética, a qual resgata a importancia de determinados
conteudos consideraveis para o desenvolvimento do pensamento critico e do raciocinio logico,
fundamentais para a formacéao de professores. Dentre estes conteudos, destacamos a Teoria dos
NUmeros. Concluimos nossos apontamentos com as observacdes da Dra. Rina Zazkis, Diretora
de Pesquisa do Canada em Ensino e Aprendizagem de STEM?:

Tarefas elementares da teoria dos nimeros sdo area rica e acessivel para aprimorar e
sondar [italico] o fazer e o sentido matematico dos alunos”. Como tal, a utilidade da

16 “STEM ¢ a sigla em inglés para Science, Technology, Engineering e Mathematics (Ciéncia, Tecnologia,
Engenharia e Matematica, em portugués). A ideia original é unir conhecimentos dessas quatro areas em torno da
construgdo de algo que resolve o desafio proposto”. Disponivel em: https://novaescola.org.br/conteudo/11683/0-
gue-e-0-stem-e-como-ele-pode-melhorar-a-sua-aula. Acesso em: 16 Fev. 2021.
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teoria dos nimeros foi argumentada para ensino e aprendizagem de matematica e
realizacdo de pesquisas em educacdo matematica. [...] Além disso, para os alunos, a
utilidade adicional de experimentar a teoria dos nimeros reside em desenvolver uma
apreciacao pela beleza e poder da matemética. E onde os papéis de Servo e Rainha se
sobrepdem e se confundem. [...] Gauss referiu-se a teoria dos nimeros como a
“Rainha da Matematica”. O proprio Gauss ¢ conhecido como um gigante matematico
e muitas vezes referido como o “Rei da Matematica”. O poder e a utilidade de
experimentar a teoria dos nimeros estdo no desenvolvimento da habilidade de
“trabalhar como um matematico” - conjeturar e testar conjecturas - onde o mistério
ainda n&o resolvido de propriedades e relages espera por novos Reis'’ (ZAZKIS,
2009, p. 13-14)

Fica, aqui, nosso estimulo e convite, para que professores e alunos conquistem, também,

sua coroa, forjada em conhecimentos dos Por que? e prazer em aprender e apreender os Para

qué?. Estes séo os grandes sentidos do conhecimento! Como diz o professor Luiz Barco: “a

topologia interessa muito ao matematico, ao grande pesquisador, ao fisico, ao quimico, interessa

muito ao homem comum que vai admirar uma obra de arte?®”.
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